Densité des polynomes orthogonaux

Théoreme
Soient I C R un intervalle et p : [ — R une fonction de poids.
On suppose qu’il existe o > () tel que

/eamp(a:) dr < 0.
I

Alors la famille des polynomes orthogonaux pour le poids p forme une base hil-
bertienne de L*(I, p).

DEMONSTRATION
Il suffit de montrer que I’espace H engendré par cette famille orthonormale est
dense.

Soit f € L2(I, p).

On suppose que f € H .
Comme Vn € N, (z — 22"p(x)) € L'(R), on a bien

Vn €N, (z+— 2™) € L*(I,p).
D'ouvVn e N, (z — 2") € H.

Donc Vn € N, (2", f), = 0.

On définit la fonction ¢ : R — R par

Ve e R, p(z) = { g(x)p(m) zinif ! :

Comme V¢ > 0, t < 3(1+1*),0ona

Vo € I, |f(x)| plz) < 5(L+ f(2)*)p(2).
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Comme p et f2p sont intégrables sur I, on en déduit que ¢ est intégrale sur R.

On peut définir sa transformée de Fourier

P(z) = /IR o(t) e ™ dt = / f()p(t) e dt.

I
a

On pose B, = {z eC / 1S(2)] < 5}

On montre que @ se prolonge en une fonction £ holomorphe sur B,,.

Pour tout ¢ € R, I’application z — o(t)p(t) e~ est holomorphe sur B,

De plus ¥t € R, ¥z € Ba, [f(t)p(t) e =] < |f(1)p(t)] elor?

Par inégalité de Cauchy-Shwarz,
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Ainsi pour tout z € B,, on domine I’application ¢ — f(t)p(t) e
tion t — f(t)p(t) el*/? intégrable sur 1.

par I’applica-

Donc la fonction F' : z — / f(t) e " dt est bien définie sur B, et par

théoreme d’holomorphie sous le signe 1ntegral F' est holomorphe sur B,,.

Par ailleurs, d’apres ce théoreme,

vn e N, F™(0 /f (—it)™ dt = (=)™ {t", f), = 0.

Comme I’ est analytique, F' est nulle sur un voisinage de 0. Comme B, est
connexe, par le théoréeme de prolongement analytique, F' = 0.

En particulier, = 0. Par injectivité de la transformée de Fourier, ¢ = 0 soit

f=o.

On a montré que H+ = {0} ce qui implique que H est dense dans L*(, p).
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Comme la famille des polyndmes orthogonaux est - comme son nom 1’indique
- orthogonale (et méme orthonormale si on décide de normaliser les polyndmes
et pas de les choisir unitaires), c’est suffisant pour démontrer que la famille des
polynomes orthogonaux est une base hilbertienne de L*(, p). 0J
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